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RESUMO
O presente artigo faz uma abordagem simplificada e explicativa de análises não lineares, do 
seu desenvolvimento ao longo do tempo e de suas aplicações na engenharia estrutural, mais 
precisamente com o uso do programa de modelagem computacional ANSYS®, explicando 
também como o software usa o principal método de convergência e aproximação linear 
para aplicações e situações não lineares, que é o método de Newton-Raphson. Todo o artigo 
interpela a situação sem uso de equações ou expressões. Usa figuras para melhor entendimento, 
explicando conceitos de não linearidade geométrica e física, aplicações e usos, apresentando 
uma abordagem mais livre e clara aos estudantes.
Palavras-chave: Não linearidade geométrica e física. Método de Newton-Raphson. Método de 
Elementos Finitos. Análise estrutural. 
SIMPLIFIED APPROACH OF NONLINEAR ANALYSIS AND ITS 
APPLICATION ON COMPUTACIONAL PROGRAM ANSYS®
ABSTRACT
The present article make a simplified explanatory approach of nonlinear analysis, development 
over the time and its applications in structural engineering, specifically with the use of computer 
modeling program ANSYS®, also explaining how the software uses the main convergence method 
and linear approximation for nonlinear applications and situations, which is the method of 
Newton-Raphson. Whole article explain the situation without using equations or expressions. It 
uses figures for better understanding, explaining concepts of physics and geometric nonlinearity, 
applications and uses, presenting a more clear and free approach to students.
Keywords: Physics and geometric nonlinearity. Newton-Raphson Method. Finite Element 
Method. Structural analysis. 
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1 INTRODUÇÃO
Com o desenvolvimento de programas de modelagem estrutural com soluções para não 
linearidades físicas e geométricas em pórticos, treliças e outros tipos de estruturas, é necessário 
um estudo do que se trata e de como se desenvolve os comportamentos não lineares. 
Uma vez que o presente artigo se baseia no fato de que os programas estão presentes 
e servem os calculistas de forma gráfica e intuitiva, este estudo pode ser abordado de forma 
simplificada para entendimento e serventia para usuários que se beneficiam apenas das 
ferramentas oferecidas e não de uma análise mais profundada e específica. 
Tem por objetivo o artigo, deixar claro como o programa ANSYS® lida com não linearidades 
estruturais usando o método Newton-Raphson e o adapta por meio do Método de Elementos 
Finitos (MEF), usando artifícios de camadas e subcamadas para uma melhor convergência dos 
dados obtidos de forma linear.
2 BREVE HISTÓRIA DA EVOLUÇÃO DA ANÁLISE NÃO LINEAR VIA MEF
TURNER et al (1956) foi o trabalho pioneiro em relação as fundamentações do MEF, 
usando linguagem computacional FORTRAN, e assim deixando possível um número de dados 
para cálculo muito maior do que já havia. Em 1960, TURNER et al volta a trabalhar com MEF, 
agora tratando a não linearidade geométrica (NLG).
BRANSON (1963) difunde uma das fórmulas mais utilizadas para identificação de inércia 
efetiva em cálculo de vigas e lajes em uma direção. 
ARGYRIS (1965) começa a tratar, juntamente com NLG, a não linearidade física (NLF) à luz 
do MEF para pórticos planos em sua obra mais conhecida “Continua & Descontinua”.
Em MARTIN (1965), foi incorporado ao cálculo de não linearidades o conceito de modelos 
incrementais. 
KENT & PARK (1971) começam os estudos em concreto comprimido.
ARGYRIS et al (1978) introduzem graus de liberdade naturais, separando diversos tipos de 
deformações e estendendo o estudo a pórticos em 3 dimensões.
ANTUNES (1978) estudou a instabilidade para pequenos deslocamentos e rotações para 
estruturas tridimensionais de edifícios esbeltos.
ALWIS (1990) continua o trabalho de KENT & PARK, e propõe uma curva trilinear para 
barras em estruturas de concreto armado.
CORRÊA (1991) desenvolve código computacional em FORTRAN e começa a analisar NLG 
em edifícios tridimensionais. 
MORI (1992), dando continuidade à formulação de ANTUNES (1978) analisa, levando em 
consideração o bimomento, edifícios com núcleo de rigidez. 
Outros autores abordaram de forma eficiente e transformando de modo significativo o 
estudo de não-linearidades, entre eles NOGUEIRA (2005), BATHE (1982 & 1996), SOLER (1995).
3 ANÁLISE ESTRUTURAL NÃO LINEAR
Atualmente, sistemas em treliças espaciais são utilizados em uma variedade de aplicações 
na engenharia. As vantagens em cobrir grandiosos vãos e pesos e resistências satisfatórias, fazem 
essas estruturas mais econômicas e rápidas de serem construídas.
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Essas composições geralmente são usadas em estruturas com certo grau de complexidade, 
entre elas pontes, estruturas leves, estruturas aeroespaciais e em torres de transmissão de dados.
Sendo este tipo de estrutura, cada vez usado mais e devido a sua complexidade e atuação 
em diversos meios, é necessário um estudo mais profundo, levando em conta as não linearidades 
físicas e geométricas envolvidas neste problema.
Estas estruturas, geralmente, são estaticamente indeterminadas, tendo como consequência 
que o escoamento ou flambagem de algum de seus elementos pode influenciar na totalidade 
da estrutura, redistribuindo esforços internos entre os demais membros. Segundo NOGUEIRA 
(2000) em sua tese de mestrado, “o aumento nas cargas externas leva ao comportamento não 
linear da relação carga x deslocamento”.
Com a ação dos carregamentos há mudanças na geometria da estrutura, influenciando 
na relação carga x deslocamento, que não serão lineares, o que muda o equilíbrio do sistema, e 
tendo que ser levado a condição de equilíbrio em deslocamento. Neste caso, temos o problema 
da não linearidade geométrica (NLG). Caso a não linearidade seja proveniente do material, 
quando este sofre um nível de tensões elevados e a relação tensão x deformação não se dá de 
forma linear, temos o caso da não linearidade física (NLF).
3.1 Hipóteses da análise linear
No estudo da linearidade de estruturas, a constituição do MEF leva em consideração as 
seguintes hipóteses (BATHE, 2006)
•	 Os deslocamentos nos nós são muito pequenos, tomando-os como desprezíveis
•	 Toma-se o material como linear elástico
•	 As condições iniciais não se transformam enquanto se aplica o carregamento
Quando as hipóteses são preenchidas, os deslocamentos se relacionam linearmente com 
as cargas, de forma que uma constante é a mesma para ambos, de acordo com suas modificações. 
Quando isto não acontece, é pelo simples motivo que há não linearidades no sistema.
3.2 Tipos de Não linearidade
 
Apesar de se apresentarem diversos tipos de não linearidade, como já falado anteriormente, 
iremos tratar dos mais importantes:
3.2.1 Não linearidade geométrica
Ainda fazendo comparações com a análise linear, as equações que equilibram o sistema, 
tem como base a geometria inicial da estrutura, não contando com futuros deslocamentos e 
alterações de forma. Claramente, o sistema sofre alterações, que muitas vezes não influenciam 
de forma significativa. Nestes casos, essas alterações são desprezadas. Mas quando há grandes 
mudanças na geometria, as equações sofreram modificações, causando assim perda de 
linearidade na relação carga x deslocamento. Segundo LACERDA (2014) em sua tese de mestrado, 
as classificações de não linearidades geométricas são:
a) Pequenas deformações, mas grandes deslocamentos ou rotações
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Neste caso, apesar de a estrutura sofrer deformações mínimas, os deslocamentos e rotações 
são signifi cati vos. Geralmente visto em casos de arcos, molas, cascas fi nas e barras de treliças.
BORST et al., (2012) dá um exemplo relati vamente simples para compreensão deste 
caso, sendo ele mostrado nas Figura 1 e Figura 2. Sendo EI uma resistência elevada à fl exão do 
material, tem-se então, quando o vão (L) for grande, um deslocamento signifi cati vo para uma 
deformação pequena.
Figura 1 - Modelo proposto por Borst
                        Fonte: (Adaptado de BORST et al., 2012)
Figura 2 - Pequenas deformações, grandes deslocamentos
                        Fonte: (Elaborado pelo autor, 2016)
b) Grandes deformações
Em casos de grandes deformações, além da NLG é gerada também a NLF, onde a resistência 
do material está muito ligada, como vemos na Figura 3, o EI tem infl uência, apesar do vão ser 
pequeno.
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Figura 3 - Grandes deformações
                  Fonte: (Elaborado pelo autor, 2016)
3.2.2 Não linearidade fí sica
Vários materiais apresentam comportamento não linear, como a elasti cidade não linear, 
plasti cidade, viscoelasti cidade e fl uência. Os casos do concreto armado, aço e solos são de elasto-
plasti cidade, que, segundo JORGE & DINIS (2004-2005) da Universidade do Porto, são materiais 
inicialmente elásti cos e, a parti r de um determinado nível de tensão, tem comportamento 
essencialmente plásti co. Metais submeti dos a altas temperaturas e pressões, argilas e borrachas 
tem comportamento visco-elásti co, que assim como o elasto-plásti co, o material apresenta 
primeiro comportamento viscoso e após tempo de carregamento, apresenta comportamento 
rígido-elásti co.  
A NLF tem característi ca de causar distorções não lineares na relação tensão x deformação, 
e assim, a análise depender do histórico de deformações do material a ser analisado.
3.2.3 Mét odo de Newton-Raphson
O método de Newton-Raphson, como o próprio nome demonstra, desenvolvido por Isaac 
Newton e Joseph Raphson, é uma técnica poderosa para resolver equações numéricas. Segundo 
LACERDA (2014) é usado na sua maioria, para obtenção de soluções de sistemas de equações não 
lineares usando a simples ideia de aproximação linear. A Figura 2 mostra o gráfi co de uma função 
genérica g(x) e como se dá o método, que arbitra esti mati vas a parti r de pontos determinados e 
refi nando essas mesmas esti mati vas até chegar o mais próximo possível da real solução. 
Primeiro, o método se inicia no ponto X
0
, sendo este ponto a primeira esti mati va da raiz. A 
próxima esti mati va é X
1
, obti da pelo cruzamento do eixo x com a reta tangente à g(x). Os outros 
pontos e consequentemente as outras retas tangentes, são obti das por analogia. 
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Fig ura 4 - Ilustração geométrica do método de Newton-Raphson
                Fonte: (LACERDA, 2014)
3.2.4 Aplicabilidade de Newton-Raphson no ANSYS® para soluções não lineares
Quando soluciona problemas não lineares, o ANSYS® usa o método de Newton-Raphson, 
que envolve um procedimento interati vo. Segundo GUVEN & MADENCI (2015), o método 
começa com uma solução de tentati vas, como explicado em 3.2.3, para determinar a magnitude 
do próximo passo (incremento), e o vetor fora do equilíbrio correspondente que é a diferença 
entre os carregamentos aplicados e os carregamentos avaliados baseados na solução assumida. 
Assim, para sati sfazer todas as condições de equilíbrio, o vetor do carregamento que está fora 
de equilíbrio tem necessariamente que ser zero. Entretanto, como em soluções não lineares se 
trabalha com aproximações lineares, uma tolerância é instaurada neste vetor de carregamento, 
visando o seguimento da solução. 
Em cada repeti ção, o método de Newton-Raphson emula um vetor de carregamento fora 
de equilíbrio para cada ponto analisado, e verifi ca a convergência dele baseada na tolerância 
aplicada. Caso o critério de convergência não é sati sfeito, o programa atualiza a solução de 
tentati vas com a soma do incremento e assim avançando na resolução não linear, repeti ndo 
esse procedimento até encontrar um resultado sati sfatório como saída. 
Em uma solução não linear no ANSYS®, existem três níveis diferentes, segundo o manual 
de ajuda do ANSYS®:
a) Patamares de carga (Load Steps)
b) Sub patamares (Substeps)
c) Interações de Equilíbrio (Equilibrium Interacti ons) 
Se tratando de a), o número de patamares de carga é defi nido pelo usuário no programa, 
sendo necessário usar diferentes patamares caso os carregamentos mudem abruptamente na 
estrutura. A solução de cada patamar é obti da aplicando incrementos em b), nos sub patamares. 
Dentro desses sub patamares, como em c), interações de equilíbrio são executadas até que a 
convergência é obti da, antes do programa avançar para o próximo sub patamar.
Sendo assim, quanto mais patamares de carga e sub patamares forem uti lizados, mais 
precisa é a solução, mas isso também signifi ca mais tempo de processamento. O ANSYS® então 
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oferece uma ferramenta de time-step (espécie de compasso) automático. Essa ferramenta 
possibilita a obtenção de solução em tempo razoável através de uma programação que 
decide automaticamente, dependendo da tarefa, a quantidade de patamares e sub patamares 
necessários que o programa irá calcular levando em consideração tanto uma solução satisfatória, 
quanto uma quantidade razoável de processamento e seu tempo para realizar a tarefa. 
3.3 Exemplo de análise não linear no ANSYS®
Seguindo todas as explicações acima, segue um exemplo para melhor esclarecer o que foi 
estudado. 
Neste exemplo, será usado uma viga engastada semelhante a da Figura 3, analisada para 
grandes deformações. Os esquemas, dimensões e carregamentos podem ser visto na Figura 5. 
3.3.1 Dados de modelagem
Foram usados os seguintes dados para material linear elástico:
•	 Viga de seção transversal retangular: 15 cm x 40 cm
•	 Coeficiente de poison: 0,3
•	 Modulo de elasticidade 205 GPa
•	 Tipo de Elemento do ANSYS®: BEAM3
3.3.1 Solução
Para o tipo análise do problema foram usados subpatamares na ordem máxima de 100 e 
mínima de 1 para cálculo. O tempo máximo foi de 50 unidades e usado time-step automático, 
no qual o programa se adapta e decide quais valores tentar, na tentativa e erro para facilitar a 
análise, como mostra o Quadro 1. 
Para efeito da não linearidade geométrica a viga é analisada para grandes deslocamentos. 
Em critérios de convergência, foram estabelecidos os de Força, Momento, Deslocamento 
e Rotação.
Após todas essas configurações, é executada a solução e obtido, entre outros resultados, o 
histórico de cálculo, como mostra a Figura 5, com a relação da força exercida para o deslocamento 
na extremidade da viga ocorrido. 
O deslocamento máximo na extremidade esquerda da viga, onde é aplicado o carregamento 
é de 1,265 m, levando em consideração a não linearidade. 
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Figura 5 - Viga e histórico de cálculo com convergência para carga de 100 kN aplicada.
Fonte: (Elaborado pelo autor, 2016)
Quadro 1 - Análise de Força por deslocamento, demonstrando o ti me-step automáti co
Tempo Força (kN) Deslocamento (mm)  Tempo Força (kN)
Deslocamento 
(mm)
0,5 1 684,507  8,7812 17,562 818,638
1 2 136,034  12,578 25,156 956,038
1,75 3,5 234,064  18,273 36,547 1071,93
2,875 5,75 369,617  26,816 53,633 1161,96
4,5625 9,125 540,782  39,631 79,263 1229,78
6,25 12,5 674,12  50 100 1261,88
Fonte: (Elaborado pelo autor, 2016)
4 CONSIDERAÇÕES FINAIS
Quando é tratado o assunto de não linearidades, é comumente associado a estudos de 
dissertações de pós-graduações e até teses de doutorado, em que os resultados são publicados 
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em grandes congressos sobre o assunto. Essas apresentações e trabalhos não costumam ser 
didáticos e simplificados para entendimento dos usuários comuns de programas de modelagem 
que calculam esses dados como o ANSYS®.
O trabalho é desenvolvido de forma intuitiva e didática, buscando fontes em bases de 
cálculo diferencial e trabalhos anteriores, sendo filtrado para uma abordagem mais leve e 
clara, levando aos estudantes entendimento para iniciar no tema de estabilidade estrutural e 
modelagem computacional utilizando o ANSYS® que é um software reconhecido no mercado de 
trabalho e acadêmico.
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